Modulare Funktionen
Vortrag zum Seminar zur Funktionentheorie, 28.03.2011

Jonas Gallenkdmper

Dieser Vortrag fithrt modulare Funktionen sowie Modulformen ein und vermittelt
einige Beobachtungen im Zusammenhang mit Gittern tiber C .

§1 Bekannte Definitionen

Wir werden zunichst bekannte Definitionen wiederholen.

(1.1) Definition
Es bezeichnen

(@) H:= {z € C|Im(z) > 0} die obere Halbebene,
(b) C := CU {0} die abgeschlossene Ebene,
()

sta(z) = { ([ ) e 2

die spezielle lineare Gruppe,

(d) G:=SLy(Z)/{+£1} die Modulgruppe, aus der Linearen Algebra als die projektive
spezielle lineare Gruppe bekannt. o

ad—bc:l}

(1.2) Definition (Meromorphe Funktionen)
Eine Funktion f auf einer offenen Menge U C C wird meromorph genannt, falls f
eine holomorphe Funktion auf U \ Py ist, wobei

(M.1) P eine diskrete Teilmenge von U ist und
(M.2) f in den Punkten z € Ps Pole hat. o
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(1.3) Definition
Analog zu der aus der Vorlesung Funktionentheorie I bekannten Mobius-Transformation,

definieren wir hier eine eingeschrinkte Form, indem wir die SLy(Z) auf C durch
folgende Vorschrift operieren lassen:

az+b
gz 1= m,ZGC, CZ+d750,

oo, fallsc=0,
a/c, fallsc#0,
¢(—d/c) := oo, falls ¢ #0,

g(o0) 1=

fur g= (Z Z) € SLy(Z) und z € C. o

§2 Schwach modulare Funktionen

Zundchst wollen wir den Begriff einer schwach modularen Funktion erldutern:

(2.1) Definition (schwach modulare Funktionen)
Sei k € Z. Man nennt eine Funktion f schwach modular von Gewicht 2k*, falls f mero-
morph auf H ist und die folgende Gleichung erfiillt:

az+b

f(z) = (cz+d)"%*.f (C2+d>, fiir alle (Z Z) € SLy(Z). (1)

Dass es keinen Sinn macht, auch ungerade Gewichte zu zu lassen, zeigt die kurze

(2.2) Bemerkung
Ist f eine schwach modulare Funktion und hat (wider der Definition) ungerades
Gewicht, so gilt bereits f = 0. o

lin der Literatur wird auch von Gewicht k oder von Gewicht -2k gesprochen
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Beweis
Sei m € Z ungerade und f modular von Gewicht m. Es ist

<_01 _01> € SLy(Z).

Demnach gilt

£ = -2+ () f (GLEED) — o p0) = s

Das ist aber nur fiir f = 0 erfiillt. O

Eine alternative Definition schwach modularer Funktionen gibt die

(2.3) Bemerkung
Anstatt (1) in (2.1) zu erfiillen, kann alternativ auch folgendes gefordert werden:

f(g2) (a<gz>>‘k,

f(2) 9z

fir alle g € SLy(Z). o
Beweis
Es gilt

3(gz)\ Far (a-(cz+d)—c-(az+b)\* [ ad—bc \ " vor e

0z N (cz+d)? ~ \(cz+4d)? N ’
. (ab
fur g = (c d) .

Damit folgt die Behauptung. O

Es gibt auch eine einfache Moglichkeit, eine auf IH meromorphe Funktion auf schwa-
che Modularitét zu tiberpriifen.
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(2.4) Lemma
Sei f eine meromorphe Funktion auf H. f ist genau dann schwach modular von
Gewicht 2k, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

f(z+1) = f(z) und (2)
f (_—1> =2 f(2). (3)

z

Beweis
=: Sei f eine schwach modulare Funktion von Gewicht 2k. Dann gilt nach Defini-

tion fiir
0 -1 11
S = <1 O)undT.— (01),

welche die Erzeuger der SLy(Z) sind:

_ 1-z+1
_ 12k, _
f&) =1%o f () = S+ 1),
< Fiir die Riickrichtung fithren wir zunédchst den Strichoperator ein:
(fIM)(z) := (cz+d) "% . f(Mz), fir M := (Z Z) € SLy(2Z).

Damit folgt fiir beliebige M := (25),N := (f; ’?) € SLy(Z) :

(FIMIN)(z) = (yz+6)"% (fIM)(Nz)
—2k

. —2k . Nz —+ [B )

= (yz+9) (c <vz+(5> —1—d> f(M(Nz))

= ((ca+dy)-z+ (cp+dd)) % f((MN)z)

= (fI(MN))(z),
ax +by ap+bo
ca +dy cf+dé)
Seien nun fiir f (2) und (3) erfiillt. Um zu zeigen, dass die Relation (1) fiir alle
g € SLy(Z) erfillt ist, muss man dies also nur fiir die Erzeuger der SLy(Z)

nachweisen. Diese sind aber gerade S und T und fiir diese gilt (1) nach Vor-
aussetzung. O

denn MN = (
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Wir wollen uns nun mit der Reihendarstellung einer schwach modularen Funktion
beschéftigen.

(2.5) Proposition
Sei f meromorph auf IH und habe fiir ein ¢ > 0 keine Pole z € Pf mit Im(z) > c und
27Tiz

f erfiille (2) aus (2.4). Dann kann man f als Funktion in Abhédngigkeit von q = e
schreiben, welche wir mit f bezeichnen wollen, also:

~ 1
o) = 1 (575 Los(n) ) = £(2).
f ist dabei holomorph auf K, 2 := K,-2rc \ {0} = {¢¥7%| z € S¢ 0 }, wobei

Seoo i={z € C| Im(z) > c}.

Konnen wir f im Ursprung meromorph (bzw. holomorph) fortsetzen, dann lésst sich

f als Reihe darstellen:

[ee]

fl@) =) anq",

n=m
wobei m € Z (bzw. m € INy) gilt. o
Beweis
Wegen (2) ist f eine Funktion mit Periode 1 und da in S. keine Pole liegen, ist f
dort holomorph. Damit sind die Voraussetzungen von dem aus der Vorlesung Funk-
tionentheorie I bekannten Satz von der Fourier-Entwicklung erfiillt. Es gilt dem-

nach:
o0

f(Z): i ane2m’nz: Z anqn.

Nn=—oo n=—oo

Nimmt man nun noch an, dass f sich im Ursprung fortsetzen ldsst, so erhdlt man
~ (o]
flg) =) and",
n=m

als Laurententwicklung mit entsprechendem m € Z (bzw. m € Ny). O

Das fiihrt uns zu der

(2.6) Definition (modulare Funktion)

Eine schwach modulare Funktion f, die fiir ein ¢ > 0 keine Pole in {z € C|Im(z) > c}
hat, wird modular genannt, falls f meromorph in unendlich ist, das heifit, wenn j?
sich im Ursprung meromorph fortsetzen ldsst. Ist dies der Fall, dann setzen wir

f(eo) = £(0). o
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§3 Modulformen

— Definition —

In diesen Abschnitt starten wir mit der

(3.1) Definition (Modulform)
Eine modulare Funktion f, die auf ganz IH (inklusive co) holomorph ist, wird Mo-
dulform genannt. Gilt zudem f(o0) = 0, so ist diese eine Spitzenform. o

Eine Modulform von Gewicht 2k ladsst also sich als folgende Reihe darstellen (ver-
gleiche (2.5)):

o [e ) .
f(Z) — Z anqn — Z anEZmnz’
n=0 n=0

welche fiir |g| < 1 (beziehungsweise fiir Im(z) > 0)? konvergiert.

(3.2) Beispiel
Seien f und ¢ Modulformen von Gewichten 2k und 2/, dann ist das Produkt f - g
eine Modulform von Gewicht 2k + 2/, denn es gilt:

(F-9)(2) = F2)- () = (cz+d) 2 (E0) ez ) 2 g (17

— (e d) @ (1) (EE0) farg = (1 ).

cz+d

— Gitterfunktionen und Modulformen —

Zunichst vermerken wir die

(3.3) Definition (Gitter)

Sei V ein n-dimensionaler, reeller Vektorraum. Wenn I' eine Untergruppe von V ist
und es eine R-Basis (ey,...,e4) von V gibt, welche eine Z-Basis von T ist (das heif3t
I'=2Ze1&... % Ze,), so ist I ein Gitter in V. o

2|g| = eRe(2riz) PV gRe(2mix—27y) — e~2, also gilt |q| < 1 genau dann, wenn Im(z) =y > 0.
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(3.4) Bemerkung
Statt der R-Basis in (3.3) kann man auch dquivalent eine der folgenden Bedingungen
fordern:

(a) T ist diskret und V /T ist kompakt,
(b) T ist diskret und erzeugt den R-Vektorraum V

(ohne Beweis). o

Die Menge aller Gitter werden in der folgenden Definition zusammengefasst.

(3.5) Definition

Sei R die Menge aller Gitter in C als 2-dimensionalen IR-Vektorraum aufgefasst. Sei
M = {(wy,wz) € (C*)?| Im(w; /w;) > 0}. Zu einem solchen Paar (wy, w;) € M
ist T(wq, wy) = Zwy & Zw, das zu (wy, wy) assoziierte Gitter. o

Einen ersten Zusammenhang zwischen den Elementen in M gibt der

(3.6) Satz
Zwei Elemente (wq,wy), (v1,v2) € M definieren genau dann das gleiche Gitter,
wenn sie beziiglich der SL,(Z) dquivalent sind, das heif$t, es existiert eine Matrix

g= (i Z) € SLy(Z),

sodass (w1, wy) := (awy + bwy, cwy + dwy) = (v1,v2) gilt. o

Beweis
=: Seien (wl, ZUQ), (7)1, 02) € M, mit I“(wl, ZUQ) = F(vl,vz). Dann existieren
a,b,c,d € Z, mit

v1 = awq + bwy und Uy = cwy + dws, aber ebenso auch

w1 = avy + for und wy = YU + 60Uy,
tiir entsprechende «, 8,7y, € Z. Daraus folgt:
w1 = - (awy + bwy) + B - (cwy + dwy) und
wy = v - (awy 4+ bwy) + 6 - (cwy + dwy),
weshalb

xa+ pc=1, ya+dc =0,
ab+ pd =0, Yb+éd =1
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gelten muss, da w; und w;, linear unabhéngig sind. Damit ergibt sich
x B\ (a by (10
vy 6)\cd) \0 1)’

g:= (Z Z) € GLy(Z)

also gilt:

und somit det(g) = £1.

Wire nun die Determinante det(g) = —1, so wiirde gelten:
w
I v\ awy +bwy\ a- (w_;) +b Mabiustransf. w1
™o) T o aw) T e e T ™
2 C- (w—2> +d
1 (g () g (@) e 1 (o
N 2i s wo s wy N 2i s wy s wy

e [ () Vo
" Cwae@a) T e

Also gilt sgn (Im <ﬂ>> = —sgn (Im (%)), das ist aber ein Widerspruch da-

wo

zu, dass (wq, w;) und (v1,v7) in M lagen.

i

: Seien (wy,wy), (v1,v2) € M dquivalent modulo der SLy(Z), das heif3t,
L ab
v = aw;y + bw, und vy = cwy + dw, fiir ein ¢ = (c d> € SLy(Z).

Dann ist {v1,v,} eine Basis von I'(wq, w;), denn mit

L (d b
g _(—c a

gilt g1 (v, v2) = (wy, wy). Also gilt T'(wy, wy) = ['(vy1,0y). O

Damit wollen wir im Folgenden nun Gitter in C mit den Quotienten der Elemente
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aus M unter der Operation der SL(Z) identifizieren.
Wir lassen nun C* auf R operieren und zwar durch:

I' - AT (bZW (wl,ZUz) —> ()Lwl,)LZUz)), AeC

Wir kénnen M /C* durch eine Abbildung f mit IH identifizieren, indem wir ein
Element aus M wie folgt abbilden:

(w1, wy) — z = wy /wy.

f ist wohldefiniert, da die Bedingung von M vorschreibt, dass Im(w;/w;) > 0
gelten muss, und f ist surjektiv, da wir zu gegebenen z € H stets w; = z und
wy = 1 wihlen konnen, also keine Faser von f leer ist. f wandelt auch die Operation
der SLy(Z) auf M in die von G auf H um, denn fiir

g= (Z Z) € SLy(Z)

gilt:

awy +bw, (%)+
cwi + dwy N c- (ﬂ)+

f(g(wy, wy)) = f(awy + bwy, cwy 4 dw,) =

= g(w1/wz) = gf (w1, wa).

Dabei wissen wir aus dem Vortrag »Die Modulgruppe«, dass die SLy(Z) auf H wie
G operiert.

Das fiihrt uns zu der

(3.7) Proposition

Die Funktion f induziert eine Bijektion von R/C* nach H/G, das bedeutet, dass
die Elemente aus IH/ G jeweils eindeutig bis auf Drehung und Streckung mit einem
Gitter in C identifiziert werden konnen. o

Beweis
Injektivitat:
Seien (w1, ws), (v1,v2) € M, sodass I'(wy, wy) und T'(vy,v,) Vertreter von R/C*
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sind und es gelte:

f(wy, wy) = f(vy,02) (mod G)
=3dgeG: g(w1/w2) = (v1/02)

=30
L5
S3( ) e

Satz(3.6)

wz —|—b 01

Q

S

__02

oy

cwy+dw; (2

s awq + bwy = Avq, sowie cwq + dwy = Aw,, fiir ein A € C*

) . AWy +bwy _ mp

['(wy, w2) = AT'(v1,02),

also waren T'(wy, wp) und T'(vy,v;) bereits in der selben Aquivalenzklasse.

Surjektivitat:

Sei z ein Vertreter einer Aquivalenzklasse in H/G, zeige f~1({z}) # 0 :

F1{z}) = {(wy,wr) € M| f(wy, wr) =z} = {(wy, w2) € M |wy/wy = z}. Wahle
nun wy = 1,w; = z, dann liegt I'(wy, w;) in R, da Im(wy) # 0 und somit wq und w;
in IR? linear unabhéngig sind, also IR? erzeugen und damit nach der Definition ein
Gitter erzeugen. ]

Zum Schluss wollen wir uns noch kurz mit Funktionen auf R mit Werten in C
beschiftigen. Sei dazu F eine solche Funktion und k € Z.

(3.8) Definition
Wir sagen auch hier wieder, dass F eine Gitterfunktion von Gewicht 2k ist, falls

F(AT) = A=2F . F(T)

tiir alle Gitter I' und alle A € C* gilt.
Wenn (wq, w;) € M gilt, so ist F(wq, wy) := F(I'(wy, w;)), was uns zu

F(Awy, Awp) = A= - F(wy, wy) (4)
fihrt. o
(3.9) Bemerkung
F(wy,wy) aus (3.8) ist invariant unter der Operation der SL,(Z). ©

10



Modulare Funktionen §3 Modulformen

Beweis
Dieser folgt direkt aus Satz (3.6):
Sei (w1, wy) € M und g € SLy(Z), dann gilt fir (vq,v2) = g(wq, wy):

F(wy,wy) = F(T') = F(v1,v2), wobei I' = T'(wy, wy) = T'(v1,v7) gilt. ]

Die letzte Beobachtung des Vortrags notieren wir als

(3.10) Bemerkung
Zu jedem F aus (3.8) mit Bedingung (4) existiert eine Funktion f auf H, sodass gilt:

F(wy,wy) = wZ_Zk - f(wy/ws). (5)

Beweis
Wie man in (4) sieht, ist das Produkt

w3k - F(wy, wp) = F (Z—;,l) =: f (w1 /wy)

ausschliefilich von z = wy /w; abhédngig, das heifst, wir konnen f auf H konstruieren,
sodass (5) gilt, denn es gilt stets Im(z) > 0, da (wy, w;) € M. O

Mit dem Wissen, dass F invariant unter der Operation der SLy(Z) ist, gilt fur f
folglich (1) aus (2.1):

f(z) =F(z,1) = F(az+ b,cz+d) = (cz—i—d)—Zk,f(”Z—i-b),

cz+d
ab
(C d) S SLz(Z).

Also gibt uns (5) aus (3.10) fiir ein f, das (1) aus (2.1) erfiillt, eine assoziierte Git-
terfunktion F auf R. Somit konnen wir modulare Funktionen von Gewicht 2k mit
gewissen Gitterfunktionen von Gewicht 2k identifizieren.

fiir alle

11
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